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Tabelaryczne podsumowanie réznic miedzy poprzednim a nowym modelem EWD

Aspekt modelu Poprzednie EWD Nowe EWD Konsekwencje zmian
Uwzglednienie efektu zgadywania odpowiedzi poprawnych w
Model IRT dla zadan 2PLM 3PLM przypadku trudniejszych zadan zamknietych.
ocenianych (dwuparametryczny (tréjparametryczny Lepsze dopasowanie modelu pomiarowego do danych.

dwupunktowo (0-1)

model logistyczny)

model logistyczny)

Bardziej adekwatne oszacowanie poziomu umiejetnosci na wejsciu
oraz na wyjsciu.

Sposdb szacowania
poziomu
umiejetnosci
uczniow

EAP
(punktowe oszacowanie
expected a posteriori)

PV
(warunkowane
‘wartosci mozliwe’,
plausible values))

Uwzglednienie niepewnosci pomiaru poziomu umiejetnosci ucznia
przy wyznaczaniu wskaznika EWD.

Mniejsze obcigzenie wszystkich statystyk wyznaczanych z
oszacowanhia umiejetnosci, zwtaszcza — wskaznika EWD.
Efektywniejsze wykorzystanie catej zebranej informacji, zwtaszcza -
istotnej korelacji miedzy wynikiem na wejsciu a wynikiem na
wyjsciu, poprzez warunkowanie w modelu adekwatnym dla pomiaru
powtarzanego.

Posta¢ modelu
regresji bedgcego
podstawag
szacowania EWD

Dwupoziomowa regresja
trzeciego stopnia bez
$rednich szkoty na
wejsciu

Dwupoziomowa
regresja trzeciego
stopnia
uwzgledniajaca
Srednie szkoty na
wejsciu

Brak korelacji miedzy sredniag szkoty na wej$ciu a oszacowaniami
EWD na poziomie populaciji.

Kontrola zmiennych egzogenicznych.

Mniejsza wariancja wskazZnika EWD na poziomie populac;ji (wiecej
wariancji poddanych kontroli statystycznej)




Model IRT dla zadan ocenianych dwupunktowo

Zaréwno poprzednie podejscie do szacowania EWD, jak i nowe rozwigzanie — do
wyznaczenia poziomu umiejetnosci ucznia na wejsciu oraz na wyjsciu, odwotywato sie
do modeli osadzonych w ramach IRT (/ltem Response Theory, teoria odpowiedzi na
zadanie testowe).

Podstawowym ,,klockiem?”, z ktérego zbudowano kazdy model IRT, jest funkcja
okreslajgca postaé zaleznosci miedzy poziomem umiejetnosci ucznia (6) a
prawdopodobienstwem uzyskania okreslonego wyniku w zadaniu testowym.

W dotychczasowym modelu EWD wszystkie zadania, za ktére mozna byto uzyskac¢ 0-1
punktu, byty modelowane dwuparametryczng krzywa logistyczna (two-parameter
logistic model, 2PLM).

Cecha modelu 2PLM jest to, ze wraz ze spadkiem poziomu umiejetnosci
prawdopodobienstwo odpowiedzi na zadanie spada do zera. Stanowi to istotne
ograniczenie modelu w sytuaciji, gdy chcemy nim scharakteryzowaé odpowiedzi na
zadanie zamkniete, zwtaszcza — na trudne zadanie zamkniete. Uczniowie o niskim
poziomie umiejetnosci, rozwigzujacy zadania tego typu, maja niezerowa szanse na
uzyskanie punktu: poprawng odpowiedz mogg odgadngé. Rozwigzaniem tego problemu
jest zastosowanie bardziej ogélnego, tréjparametrycznego modelu logistycznego
(3PLM), w ktérym dodatkowy parametr odpowiada za wyznaczenie z danych owej
niezerowej dolnej asymptoty wykresu funkcji charakteryzujacej zadanie.

Na ponizszym wykresie zestawiono krzywe charakterystyczne dla jednego z zadan
matury z matematyki na poziomie podstawowym z 2022 roku, uzyskane z
wykorzystaniem 2PLM (z lewej) oraz 3PLM (z prawej). Linia ciggta opisuje krzywa
charakterystyczng odpowiadajacg parametrom IRT oszacowanym w ramach modeli,
natomiast punkty naniesione na wykresy odpowiadajg proporcjom poprawnych
odpowiedzi w kolejnych 100 przedziatach umiejetnosci. Zgodnos$¢ punktéw z krzywa
charakterystyczng pozwala na ocene jakosci dopasowania modelu do danych —jak
wida¢, model 3PLM o wiele lepiej ttumaczy nasze dane: réznica jest widoczna zwtaszcza
w odniesieniu do uczniéw o nizszym poziomie umiejetnosci.
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Sposdb szacowania poziomu umiejetnosci uczniow

Przejscie z wyliczania EWD opartego na oszacowaniach punktowych EAP na wyliczanie
EWD oparte na warunkowanym PV stanowito bardzo istotng zmiane metodologiczna.
Aby jg wyjasnic, nalezy przyjrzec¢ sie blizej sposobowi, w jaki w IRT wnioskujemy o
poziomie umiejetnosci ucznia.

Jezeli dysponujemy:

1) wektorem odpowiedzi na zadania testu: u = (uy, ..., u;),

2) wspomnianymi ,klockami”, z ktérych zbudowano model — krzywymi
okreslajgcymi prawdopodobienstwo zaobserwowania okreslonego wyniku u; za
kazde zadanie i w zalezno$ci od poziomu umiejetnosci 0: f; (u;, 0),

3) rozktadem a priori umiejetnosci w populacji: g(0),

mozemy wyznaczy¢ tzw. rozktad a posteriori umiejetnosci ucznia:

[T fi(ui, 8) g(8)
J T, fi(ui, ©) g (8)d6

Taki rozktad a posteriori podsumowuje catg informacje o poziomie umiejetnosci ucznia,

P(OJw) =

a przy tym uwzglednia zaobserwowane dane (odpowiedzi na zadania: u;), model
pomiarowy (funkcje f;) dopasowany do danych oraz informacje o rozktadzie
umiejetnosci w populacji (g(0)).

Estymator punktowy EAP, stosowany w poprzednim modelu EWD, uzyskuje sie w wyniku
pobrania wartosci oczekiwanej z rozktadu a posteriori (stad jego anglojezyczna nazwa —
expected a posteriori):

6 = E(P(8luw))

Gdy do dalszych analiz stosuje sie oszacowanie punktowe EAP, zamiast catego rozktadu
a posteriori, nalezy mie¢ na wzgledzie, ze:

1) Gubiona jest wszelka informacja o niepewnosci pomiaru. Dla niektérych uczniéw
pomiar jest wyznaczony z wiekszg precyzja (rozktad a posteriori jest bardziej
skoncentrowany wokdt wartosci oczekiwanej), a dla innych —z mniejsza (bardziej
rozproszony rozktad a posteriori— ma to miejsce zwtaszcza dla najnizszych oraz
dla najwyzszych wynikow w tescie).

2) Estymator jest obcigzony w strone sredniej populacyjnej oraz wielkos¢ tego
obcigzenia okazuje sie tym wieksza, im wiekszy staje sie btad pomiaru. Zatem
obcigzenie jest nieliniowa funkcjg prawdziwego poziomu umiejetnosci, a jego
wartosc¢ zalezy od unikalnych wtasciwosci psychometrycznych danego testu, z
generalng tendencja do przyjmowania wyzszych wartosci dla skrajnych
pozioméw umiejetnosci.



Ze wzgledu na powyzsze ograniczenia estymatora EAP w kontekscie wnioskowania
statystycznego, w miedzynarodowych badaniach edukacyjnych (PISA, TIMSS, PIRLS)
wykorzystywane sg — zamiast punktowych oszacowan umiejetnosci — tzw. wartosci
mozliwe (plausible values, PV), ktérych uzasadnienie wynika z metodologii
wielokrotnych imputacji (multiple imputations).

Pojedyncza warto$é mozliwa jest po prostu realizacjg wylosowang z rozktadu a
posteriori:

PV,,~P(0|u)

a wnioskowanie statystyczne z wykorzystaniem PV sprowadza sie do przeprowadzenia
analizy wielokrotnie na zbiorze niezaleznie wylosowanych wartosci mozliwych
(PVy, ..., PVy,) i do odpowiedniego usrednienia wynikéw oraz btedéw standardowych.

Intuicja podpowiada, ze wskutek takiego podejscia mozliwe staje sie uwzglednienie
niepewnosci pomiaru (dla mniej rzetelnych oszacowan umiejetnosci PV bedg bardziej
zréznicowane). Mozemy tez zauwazyc, ze — jezeli skupi¢ sie na pojedynczym uczniu —
usrednienie wielu PV bedzie zmierzato do wartosci uzyskiwanej za pomocg estymatora
EAP.

Poprawne zastosowanie metodologii opartej na PV wymaga jednak, aby przy ich
generowaniu zostata odpowiednio uwzgledniona informacja o wszystkich zmiennych
niezaleznych, ktére zostang wykorzystane w dalszej analizie. Ten zabieg, nazywany
warunkowaniem, sprowadza sie do rozbudowania fragmentu modelu pomiarowego
okreslajacego rozktad a priori o odpowiednio skonstruowane rownanie regresji latentne;.
Zamiast ogodlnego populacyjnego rozktadu a priori, przy warunkowaniu pojawia sie
rozktad — przewidywanego zgodnie z regresjg latentng — poziomu umiejetnosci dla
ucznia/uczniow o okreslonej konfiguracji zmiennych niezaleznych.

W odniesieniu do modelu EWD to zadanie okazywato sie nieoczywiste. Aby uchwycic
wszystkie potencjalnie istotne zaleznosci miedzy zmiennymi wchodzacymi w sktad
modelu bedacego podstawg wyliczania EWD, warunkowanie przeprowadzono z
wykorzystaniem trojpoziomowej regresji latentnej, okreslonej globalnie, tj. przy
jednoczesnym uwzglednieniu zaréwno danych na wejsciu, jak i danych na wyjsciu:

N N
Bk =ZVn' nxk+ZVN+n'j' "X tE g g g

n=1 n=1

gdzie poziom umiejetnosci 0j;; uzyskany na egzaminie j (j € {0,1}), przez ucznia k,
uczeszczajgcego na wyjsciu do szkoty [, jest wyjasniany poprzez uwzglednienie:

o efektow statych, y4, ..., Y2y, Zmiennych niezaleznych Iy, ..., ™ (ptec,
zaswiadczenia o dysleksji) z mozliwoscig interakcji kazdej zmiennej z egzaminem,;



e losowego efektu odchylenia sredniej szkoty [ od $redniej globalnej, €;, oraz
dodatkowego losowego efektu odchylenia sredniej szkoty na egzaminie na
wyijsciu, g;; para tych zmiennych jest elementem modelu odzwierciedlajgcym
istotng wariancje miedzyszkolng w poziomie umiejetnosci uczniéw oraz
mozliwos¢ jej zréznicowania na wejsciu oraz na wyjsciu — co okazuje sie bardzo
istotne w kontekscie EWD; w strukturze modelu regresji dopuszczono mozliwosc¢
skorelowania efektéw losowych g; oraz €;;

e losowego odchylenia $sredniego poziomu umiejetnosci ucznia k w szkole [ od
Sredniej globalnej przy uwzglednieniu pozostatych zmiennych, g;;; tazmienna
pozwala na uchwycenie istotnej korelacji miedzy wynikami tych samych uczniow
na wejsciu i na wyjsciu;

e losowego sktadnika resztkowego, €;;;, odpowiadajacego za niewyjasniong -z
wykorzystaniem pozostatych zmiennych - cze$¢ wariancji umiejetnosci ucznia k
w szkole [ na egzaminie j.

Wyznaczenie wartosci mozliwych zgodnie z zatozonym modelem, czyli z modelem
okreslonym jednoczesnie dla danych z egzaminu na wejsciu i z egzaminu na wyjsciu,
technicznie przeprowadzono przez rozbicie problemu na dwa kroki:

1) W pierwszym etapie, niezaleznie dla egzaminu na wejsciu i dla egzaminu na
wyjsciu, dopasowano wielogrupowe modele IRT, podobnie jak rozwigzywano to w
poprzednim podejsciu do EWD -z jedyna réznica, ze zamiast modelu 2PLM
zastosowano model 3PLM.

2) Wdrugim etapie dla potgczonych danych z wejscia i z wyjscia wygenerowano
wartosci mozliwe zgodnie z przyjetym tréjpoziomowym poziomem regresji przy
zakotwiczeniu parametrow modelu IRT na wartosciach wyznaczonych w kroku
pierwszym. Losowanie wartosci mozliwych dla znacznych zbioréw danych i dla
skomplikowanej funkcji warunkujacej wymagato stworzenia specjalnego
oprogramowania, efektywniej replikujacego metode generowania wartosci
mozliwych, zaimplementowanag w oprogramowaniu do analiz IRT: UIRT.



Postaé¢ modelu regresji bedgcego podstawg szacowania EWD

Ostatnig istotng zmiang w podejsciu do wyznaczania EWD stato sie wtgczenie —do
dwupoziomowej regresji bedacej podstawg szacowania efektu EWD - efektéw dla
Sredniej szkoty na wejsciu.

W poprzednim podejsciu EWD wyznaczano z réwnania regresji dwupoziomowej — co
mozna opisa¢ nastepujaco:

N
0110 = w?(Bor) + Z Yo Xk €+ g
n=1
Gdzie élkl, czyli punktowe oszacowanie umiejetnosci na wyjsciu uzyskane przez ucznia
k, uczeszczajacego na wyjsciu do szkoty [, jest wyjasniane poprzez uwzglednienie:

o efektdw statych punktowego oszacowania umiejetnosci tego ucznia na wejsciu,
éom, w potegach do stopnia z (zazwyczaj z = 3),

o efektow statych, y4, ..., ¥n, zmiennych niezaleznych Iy, ..., "x,

e oraz efektu losowego na poziomie szkoty, g;, utozsamianego z EWD; estymator

BLUP efektu g; byt w poprzednim podejsciu oszacowaniem EWD.

Natomiast analogiczny model regresji dla nowego podejscia do obliczania EWD ma
nastepujgca postaé dla kazdej "PV :

N
PV = w("PVoi) + W (VD) + 1 "+ +
n=1
EWD jest rowniez szacowane przez jego estymator BLUP dla efektu g; (dla kazdej PV
niezaleznie, a potem — usredniane).

Najistotniejsza réznica polega natomiast na wtagczeniu — do réwnania regresji —efektow
statych dla dodatkowej zmiennej niezaleznej: Sredniego wyniku na wejsciu w szkole |, tj.

zmiennej "PV,,.

Gdy uwzgledniamy — jako jedna ze zmiennych wyjasniajgcych — srednig szkoty na
wejsciu, uzyskujemy w modelu dwupoziomowym petniejszg kontrole wynikéw na
wyjsciu. Pozwala to na unikniecie tzw. problemu zmiennych egzogenicznych w
modelach hierarchicznych, ktorym byto obcigzone poprzednie podejscie do
wyznaczania EWD - co objawiato sie istotng korelacjg miedzy srednig szkoty na wejsciu
a oszacowaniami EWD.

W nowym podejsciu, dzieki wtgczeniu — do rownania regresji — efektéw dla sredniej
szkoty na wejsciu, uzyskujemy w zasadzie zerowg korelacje miedzy tymi $srednimi a
oszacowaniami EWD.



Jednak oznacza to réwniez, ze chociaz nowe oszacowania EWD kontrolujg wiekszg
czes$¢ wariancji miedzyszkolnej wynikéw na wyjsciu, to majg mniejszg wariancje niz w
poprzednim podejsciu. Wartosci oszacowanych wskaznikdw EWD sg srednio blizsze
zeru oraz rzadziej przekraczaja prog istotnosci statystycznej.
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