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Trzyletni wskaznik egzaminacyjny publikowany przez Centralng Komisje Egzaminacyjng zostat
opracowany przez grupe odpowiedzialng za metodologie szacowania wskaznika Edukacyjnej
Wartosci Dodanej.

Wskaznik ten zostat przychylnie odebrany przez osoby zainteresowane poszerzaniem swojej wiedzy
o pracy konkretnych szkét. Forma graficzna, w jakiej przedstawiany jest wskaznik, powoduje, iz nawet
jego pobiezna interpretacja jest intuicyjna, nie sprawia wiekszych probleméw i nie wymaga
specjalistycznej wiedzy statystycznej, a jedynie wyobrazni i zdrowego rozsadku. Pod pozorami tej
prostoty kryjg sie jednak wyrafinowane procedury statystyczne, starannie wybrane i przetestowane
po to, by przedstawiany wynik byt jak najbardziej precyzyjny. W dokumentacji technicznej
przyblizone zostang kulisy szacowania omawianego wskaznika na tyle dokfadnie, aby pozwolié
czytelnikowi odtworzy¢ i zrozumie¢ kolejne kroki analiz statystycznych uzywanych podczas
szacowania wskaznika trzyletniego.

Warto podkresli¢, iz publikacja wskaznika jest elementem pilotazu i nie jest to wskaznik ostateczny,
to jest metodologia, jak i wartosci publikowanych wynikéw dla szkét, mogg w przysztosci by¢
dopracowywane po to, by uzyskac¢ jeszcze wiekszg precyzje oszacowania. W stosunku do
poszczegdlnych szkét nie beda to zmiany rewolucyjne, wskaznik juz w tej chwili zapewnia
zadowalajgcy doktadnosé.

W tej chwili szacowanie wskaznika egzaminacyjnego mozna podzieli¢ na cztery etapy:

Normalizacja wynikdw egzaminacyjnych za pomocg metody ekwicentylowej.
Szacowanie wynikéw koricowych za pomocg modeli wielopoziomowych.
Szacowanie wskaznika edukacyjnej wartosci dodanej za pomocg modeli wielopoziomowych.

P wnN e

Przedstawianie wynikdw w dwuwymiarowej przestrzeni przy uwzglednieniu niepewnosci
szacowania.

W kolejnych czesciach tego artykutu przedstawiony zostanie kazdy z kolejnych krokéw. Przy czym
rozszerzony zostanie opis logiki sposobdw estymacji wykorzystywanych w szacowaniu wskaznikow
trzyletnich. Zaczniemy od zréwnywania opartego na metodzie ekwicentylowej, jednak z uwagi na to,
iz metoda ta jest stosunkowo dobrze znana w polskich badaniach edukacyjnych, poswiecone jej
zostanie stosunkowo mato miejsca. Kluczowymi punktami, ktére zostang bardziej szczegdtowo
opisane, sg punkty drugi i trzeci. Stanowig one bowiem istote szacowanego wskaznika. Skupimy sie tu
na modelowaniu, za pomoca ktérego uzyskujemy wyniki koricowe oraz wyniki wskaznika edukacyjnej
wartosci dodanej. Jako odwotanie do punktu drugiego i trzeciego, poruszona zostanie réwniez
kwestia estymacji Bayesowskich, wykorzystywanych w szacowaniu trzyletnich wskaznikéw
egzaminacyjnych. W punkcie czwartym omdwiona zostanie koncepcja graficznego prezentowania
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wskaznikdw ze szczegdlnym uwzglednieniem przestanek statystycznych wigzacych sie z takim
sposobem prezentacji wynikow.

NORMALIZACJA WYNIKOW EGZAMINACYJNYCH ZA POMOCA METODY

EKWICENTYLOWEJ

Procedure normalizacji wynikéw zastosowang dla wskaznikéw trzyletnich mozna opisa¢ w 3 krokach:

1. Rangowanie wynikow
2. Ustalenie potozenia rang w rozktadzie normalnym
3. Standaryzacja wynikéw do skali: Srednia 100, odchylenie standardowe 15.

W pierwszym kroku rangowane sg wyniki egzaminacyjne. Czyli kazdemu wynikowi przypisana zostaje
relatywna pozycja w rozktadzie wynikdw. W taki sposdb, iz najwyziszy wynik odpowiada 100%
skumulowanych wynikdéw, a poszczegdlne rangi okreslajg relatywng pozycje danego wyniku
w stosunku do wszystkich uzyskanych wynikdw. Pozycje te mozna wyrazic za pomocy
skumulowanego procentu wynikéw nizszych i réwnych danemu wynikowi na skali punktowe;j.
Graficzna reprezentacja tego przeksztatcenia przedstawiona zostata na rysunku 1. Na krzywej
wyrazajgcej ksztatt funkcji rangowania kwadratami zaznaczono 51 punktéw odpowiadajacych 51
mozliwym do uzyskania wynikom egzaminacyjnym (przyktad odwotuje sie do czesci matematyczno-
przyrodniczej egzaminu gimnazjalnego 2009; skala tego testu wynosi od 0-50). Na rysunku
zaznaczono réwniez przyktadowe przeksztatcenie wyniku surowego réwnego 30 punktom. Mozna
odczyta¢, ze 63,8% ucznidw uzyskato wynik 30 punktéw lub gorszy.

Egzamin Gimnazjalny 2009
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Rysunek 1. Funkcja wyznaczajaca range pozycyjng dla egzaminu gimnazjalnego 2009, cze$¢ matematyczno-
przyrodnicza.
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Warto zauwazyé, iz jezeli podzielimy rozktad gestosci na 100 réwnych czesci (percentyle), wynik ten
umiescimy na randze 64. Jezeli jednak rozktad gestosci podzielimy na 1000 réwnych czesci, ranga
bedzie wynosita 638. Wybdr doktadnosci, z jakg przenosimy wyniki surowe na rangi, nie jest bez
znaczenia. Im mniejsza ilo$¢ podziatéw rozktadu kumulatywnego, czyli mniejsza ilo$¢ rang, tym
rozktad wynikdw wyrazonych w rangach bedzie bardziej przypominat rozktad normalny. Ceng tego
jest jednak doktadnos$¢ szacowania wynikow. Przy podziale rozktadu skumulowanego na 10 czesci
bedziemy mieli tylko 10 rang w stosunku do 51 punktéw. W przypadku podziatu rozktadu
skumulowanego na 100 czesci uzyskujemy (w zaleznosci od rodzaju i edycji egzaminu gimnazjalnego)
okoto 40 unikalnych rang. Dzieje sie tak dlatego, ze rzadkie wyniki, szczegdlnie na skrajach rozktadéw,
,sklejajg sie ze sobg”. Nawet podziat rozktadu skumulowanego na 1000 czesci nie gwarantuje tego, ze
kategorie sie nie sklejg. Mozna to przesledzi¢ na rysunku 1, gdzie rangi zdefiniowane sg na podstawie
podziatu rozktadu skumulowanego na 1000 czesci. Pie¢ najnizszych wynikdw egzaminacyjnych
uzyskuje identyczng, najnizszg range. Jednak wtasnie ten podziat okazat sie najbardziej optymalny
przy zachowaniu dostatecznej réwnowagi miedzy doktadnoscig pomiaru a normalizacja.

W drugim kroku uzyskane rangi transponujemy na pozycje w rozktadzie normalnym. Kolejnym
rangom przypisujemy takie pozycje, ktére globalnie gwarantowaty bedg wynikom rozkfad najblizszy
rozktadowi normalnemu o $redniej O i odchyleniu standardowym 1. W ten sposdéb normalizujemy
takie parametry rozktadu jak skosnos$¢ i kurtoza. Graficzna reprezentacja takiego przeksztatcenia
znajduje sie na rysunku 2.
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Rysunek 2. Funkcja normalizujgca rangi pozycyjne dla egzaminu gimnazjalnego 2009, cze$s¢ matematyczno-
przyrodnicza.

W trzecim kroku uzyskang wczesniej pozycje w rozkfadzie normalnym przedstawiamy na skali
o $redniej 100 i odchyleniu standardowym 15. Aby przeksztatci¢ uzyskane wyniki na taka skale,
musimy odwotac sie do liniowej funkcji przeksztatcajacej uzyskany wynik na skale o zadanych

"sunnn ul. Lewartowskiego 6, 00-190 Warszawa
it Edukacyjna Wartosé Dodana tel. (022) 531-75-31

wspétfinansowanych z Europejskiego CLEEEE tel./fax (022) 531-75-46
Funduszu Spotecznego www.cke-efs.pl



KAPITAt LUDZKI

NARODOWA STRATEGIA SPOINOSCI

E

Centralna
Komisja
Egzaminacyjna

UNIA EUROPEJSKA AN
EUROPEJSKI [N
FUNDUSZ SPOLECZNY [t

Projekt wspotfinansowany ze srodkéw Unii Europejskiej w ramach Europejskiego Funduszu Spotecznego.

parametrach (czyli sredniej 100 i odchyleniu standardowym 15. Mozemy to zrobi¢, odwotujac sie do

prostego przeksztatcenia liniowego, ktére mozemy zapisac jako funkcje L(p):

gdzie:

15

L(p)=—p+|100-—u
o o
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o
? to odchylenie standardowe pozycji w rozktadzie normalnym

Hp to srednia wyniku wejsciowego

Graficzng reprezentacje funkcji L(p) przedstawia rysunek 3. Na tym rysunku mozna zaobserwowac

przeksztatcenie wczesniej omawianej rangi 638 po przypisaniu pozycji w rozktadzie normalnym na

skale o $redniej 100 i odchyleniu standardowym 15, w ktérej ranga ta ma wartos$¢ 105,32.

Pozycla w rozkiadzle normalnym

2

Egzamin Gimnazjalny 2009
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Rysunek 3. Funkcja przeksztatcenia liniowego wyznaczajgca wynik po normalizacji

Ponizej zaprezentowane zostaty wyniki normalizacji dla catego egzaminu. Rozktad wynikéw przed

normalizacjg (rysunek 4.), rozktad wynikdw po normalizacji (rysunek 5.) oraz tabela wynikow

surowych i po normalizacji (tabela 1.).
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Rysunek 4. Rozktad egzaminu gimnazjalnego 2009, cze$¢ matematyczno-przyrodnicza przed normalizacjg

Egzamin Gimnazjalny 2009 po normalizacji
Czesté matematyczno-przyrodnicza
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Rysunek 5. Rozktad egzaminu gimnazjalnego 2009, czes¢ matematyczno-przyrodnicza po normalizacji
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Tabela 1. Wyniki surowe i po normalizacji egzaminu gimnazjalnego 2009, cze$¢ matematyczno-przyrodnicza

WS | WN WS | WN WS | WN WS | WN WS | WN
0/1 | 53,32 |11 |77,92 |21 |9553 |31 106,34 | 41 117,81
2 53,32 |12 | 80,28 | 22 | 96,78 | 32 107,35 | 42 119,34
3 53,3213 |8239|23 |9797 |33 108,34 | 43 121,00
4 53,32 14 |84,40 |24 |99,12 |34 109,38 | 44 122,73
5 58,49 |15 | 86,34 | 25 | 100,21 | 35 110,46 | 45 124,68
6 62,05 |16 | 88,07 |26 | 101,28 | 36 111,55 | 46 126,97
7 65,90 | 17 | 89,75 | 27 | 102,30 | 37 112,64 | 47 129,33
8 69,28 | 18 | 91,36 | 28 | 103,31 | 38 113,87 | 48 132,37
9 72,43 |19 | 92,84 |29 | 104,32 |39 115,13 | 49 135,12
10 | 75,29 |20 |94,25|30 | 105,32 |40 116,44 | 50 140,04
WS | Wynik surowy

WN | Wynik znormalizowany

SZACOWANIE WYNIKOW KONCOWYCH ZA POMOCA MODELI WIELOPOZIOMOWYCH

Do szacowania wynikéw koncowych, czyli wyniku Sredniego z trzech kolejnych lat, wykorzystywane
jest modelowanie wielopoziomowe. Stosuje sie tutaj tak zwany ,model pusty”, w ktérym
wykorzystywane sg informacje o wynikach poszczegdlnych ucznidéw oraz informacja o pogrupowaniu
ich w szkotach. Aby wykorzysta¢ informacje o pogrupowaniu uczniéw do klasycznego réwnania
opisujgcego sredni wynik uczniéw w populacji z uwzglednieniem btedu pomiaru:

v=pB+e
gdzie: Yito wynik i-tego ucznia,

By to Srednia wynikéw w populacji,

% to wyraz btedu,

wprowadzamy indeks j — oznaczajacy szkote j.
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Wtedy réwnanie wyglgda nastepujgco:

Poziom jednostki (1): Vi = ﬁo; T

gdzie:

Poziom szkoty (2): Boj = oo +y;

gdzie: r; to wyraz btedu pierwszego poziomu,
Uy ; to wyraz btedu drugiego poziomu (utozsamiany tez z efektem losowym)

Voo to efekt staty rownania wielopoziomowego.

Wprowadzenie informacji o pogrupowaniu powoduje, ze analizy uwzgledniajg dwa poziomy: poziom
jednostek (ucznidw) i poziom grup, do ktorych owe jednostki nalezg (poziom szkét). W réwnaniu,
ktére uwzglednia oba poziomy, mozna wyodrebni¢ dwie czesci: tak zwang czes¢ statg i czes¢ losowg
(tutaj ujetg w nawias kwadratowy):

Vi :700+[u0j +r;‘j]

Model przedstawiony powyzej to prosty, dwupoziomowy model, ktéry jest wykorzystywany do
obliczania wskaznika poziomu umiejetnosci danej szkoty, gdzie i-te pomiary sg obiektami pierwszego

poziomu, a dane jednostki j sg obiektami z drugiego poziomu (szkota). Yoo oznacza tutaj wartosé
oczekiwana dla populacji (efekt staty — niezmienny w kontekscie catej populacji), natomiast Bo; jest

parametrem sktadajgcym sie z czesci statej 7/00, charakteryzujacej wynik dla populacji, oraz czesci

losowej opisujacej zrdznicowanie parametréw miedzy grupami, wyrazanej za pomocg  */

l A ,prawdziwy” wynik dla obiektu j(ﬂoj )

Yoo

Rysunek 6. Relacje miedzy btedami, efektem statym w populacji i wynikiem prawdziwym dla obiektu j

Czasami, szczegdlnie w teoriach testow, ten efekt staty okresla sie jako wynik prawdziwy lub zmienng
ukrytg, Swiadczacg o prawdziwym poziomie umiejetnosci, prawdziwej wartosci inteligencji czy
prawdziwej wartosci, ktorg to probujemy odkry¢ za pomocy zawodnych narzedzi. Catkowity bfad
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przewidywania e; znany z wczeéniejszego rownania mozna teraz przedstawi¢ jako sume btedu na
poziomie jednostkowym r; oraz grupowym ug; tak, ze:

e,‘j = r,-,-+ U()j
(Patrz rysunek 6.)

Zaktadamy tutaj, ze r; ma rozktad normalny w populacji pomiaréw (uczniéw w danej szkole). Ponadto
Ug;, jako odchylenie od populacyjnej $redniej, dla j-tych przedmiotédw, ma rozktad normalny w catej

populacji ,wynikéw prawdziwych” o Sredniej zero i odchyleniu standardowym 7.

Zatozenia sg zatem analogicznie jak w klasycznej regresji liniowej z tym, ze w rozbiciu na dwa
poziomy. Ponadto zaktada sig, ze btedy sg od siebie niezalezne:

E(u;r;)=0
E(uu;)=0 (i= j)

E(ryr)=E(r,r,)=E(r,r) =0 (i# j;t #5)
dla kazdegoi, j, t, s.

Pomiary yi; v, sg niezalezne od siebie na i-tym poziomie. Zaleznos¢ ich widziana jest dopiero na
wyzszym poziomie, gdzie patrzymy na wszystkie wyniki zagniezdzone w grupach, do ktdérych
przynaleza jednostki obserwacji, ich zaleznos$¢ odzwierciedlana jest przez bfad ug. Dlatego wariancje
wartosci y;mozna zapisa¢ nastepujgco (co réwniez obrazowo przedstawia rysunek 6):

Var(yy.) =Var(y,, + uy; + ’”;j) = Var(uoj + r[j) =Ty + o’

Po co wprowadza¢ takie komplikacje, zamiast liczy¢é wedtug sredniej, w klasyczny sposdb dla
poszczegdlnych szkét? Odpowiedz jest prosta: chcemy minimalizowaé btedy oszacowan. Klasyczne
Klasyczne szacowanie wartosci oczekiwanej jest optymalne tylko warunkowo, to znaczy wtedy, gdy
odnosi sie do jednej szkoty. Gdy estymujemy Srednig standardowg dla grupy szkétf, najbardziej
optymalne okazujg sie Bayesowskie predykcje! posteriori. Predykcje te w przypadku oszacowar
punktowych dajg minimalng kwadratowg funkcje btedu oszacowania i méwi sie o nich, iz sg BLUP,
czyli Best Linear Unbiased Predictors (najlepsze liniowe nieobarczone btedem predykcje) dla catej
populacji (dowéd mozna znalezé w: Sorensen 2002). Majg tez optymalne, czyli najnizsze poprawne,
btedy standardowe, dzieki ktérym wyznaczane s3 przedziaty ufnosci (Rabe-Hesketh, Skrondal, 2008:82).
Wszystko to za cene warunkowego obcigzenia. Predykcje te wykazujg pewien konserwatywny (czyli
ukierunkowany w strone Sredniej) btagd na poziomie szkot dla placéwek o niewielkiej liczbie uczniow

i/lub skrajnych wartosciach sredniej (A,j).

! Konwencjonalnie o estymatorach Bayesowskich méwi sie jako o predyktorach.
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Podstawowg ideg, jaka kryje sie za Bayesowskimi metodami szacowania wyniku koricowego, jest
uzycie dwéch typéw informacji: (1) o jednostkach nalezgcych do j-tej grupy oraz (2) informacji

o catym rozktadzie u; (czyli de facto o rozktadzie sredniej: ,Boj = 3, + u;)) w populacji: $redniej réwnej 0

i odchyleniu standardowym 7.

Klasyczny estymator wartosci oczekiwanej dla grupy j, a w jezyku modelowania wielopoziomowego —

stata regresji wielopoziomowej =3+ ug), to oczywiscie klasycznie liczona érednia’:
J 0/ )

Boy =251,
i=1

Zas estymator dla catej populacji, czyli sSrednia populacyjna, to oczywiscie:
N
n. -
" J
Yoo = 2P,
00 ;M 0,

Gdzie n; oznacza liczebno$¢ j-tej grupy, N to liczba badanych grup; M to catkowita liczebno$¢
populacji. Estymator Bayesowski jest $rednig wazong dwdch estymatorow: grupowego i
populacyjnego tak, ze (Snijders, Bosker,2004: 56):

(ff = /11/80_;' +(1- j7)7;00
gdzie:
1. = Tgo

) 2
Ty +0°/n,

Jak wida¢ zatem, na rdznice miedzy estymatorem klasycznym i predyktorem Bayesowskim dla j-tej
grupy wptywajg 4 czynniki:

1. zrdznicowanie predyktoréw grupowych w catej populacji charakteryzowane przez z'éo ,

zréznicowanie wewnatrzgrupowe: o’ ,
liczebnos¢ grupy: n;

4. rdzinica miedzy sredniag w populacji a klasycznym estymatorem wynikéw korcowych
w grupie.

W praktyce dwie ostatnie wielkosci majg najwiekszy wptyw na rdéznice miedzy oszacowaniem
klasycznym a Bayesowskim: sg to liczebnos¢ grupy j (w naszym wypadku szkoty) oraz odlegtosé
Sredniej dla grupy j od $redniej w catej populacji odlegto$é¢ od sredniej populacyjnej. Im szkota
mniejsza, a wynik jej bardziej oddalony od s$redniej populacyjnej, tym korekta zwigzana z uzyciem

2w tym wypadku s$rednia jest tez tozsama z estymatorem MLE.
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predyktora Bayesowskiego jest wieksza, czyli innymi stowy: w przypadku matych i oddalonych od
Sredniej populacyjnej szkét predyktor Bayesowski bedzie ,,Sciggat” wyniki ku $redniej. Przedstawione
to zostato na rysunkach 7. i 8. Na pierwszym z tych rysunkow wida¢, ze najwieksze réznice miedzy
klasycznym estymatorem a predyktorem Bayesowskim dotyczg szkét, w ktérych w przeciggu 3 lat
uczyto sie mniej niz 100 uczniéw. Ponizej tego progu réznice szybko maleja, a powyzej 400 jednostek
obserwacji stajg sie marginalnymi i oscylujg wokoét punktu 0 (na skali srednia 100, odchylenie
standardowe 15). Natomiast na rysunku 8 wida¢, iz réznice miedzy klasycznym estymatorem
a predyktorem Bayesowskim rosng wraz z oddalaniem sie wynikéw szkét od $redniej populacyjnej
(100).

Roéznice miedzy estymatorami
Egzamin Gimnazjalny 2009: Czes¢ matematyczno-przyrodnicza

EB(x)
0

[

Réznice E(x)-

-2

0 200 400 . 600 800 1000
Liczebnosc

Rysunek 7. Rdznice miedzy estymatorem klasycznym i Bayesowskim w zaleznosci od liczebnosci uczniow
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Réznice miedzy estymatorami
Egzamin Gimnazjalny 2009 Czesc matematyczno-przyrodnicza

(x)-EB(x)
0

Réznice E

-2

60 80 100 | . 120 140
Klasyczny estymator Sredniej E(x)

Rysunek 8. Rdznice miedzy estymatorem klasycznym i Bayesowskim dla réznych wynikow estymatora
klasycznego

Réznice miedzy S.E.
Egzamin Gimnazjalny 2009 czes¢ matematyczno-przyrodnicza

0 200 400 600 800 1000
Liczebnosc

Rysunek 9. Réznice miedzy klasycznym btedem standardowym i btedem standardowym dla predyktora
Bayesowskiego w zaleznosci od liczebnosci uczniow
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Réznice miedzy S.E.
Egzamin Gimnazjalny 2009: czest matematyczno-przyrodnicza
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Odchylenie standardowe wynikéw w szkotach

Rysunek 10. Réznice miedzy klasycznym btedem standardowym i btedem standardowym dla predyktora
Bayesowskiego a zrdznicowanie wynikow

Jednak najwiekszy zysk ze stosowania estymatoréw Bayesowskich to korekcja btedéw standardowych
oszacowan. Btedy standardowe predyktoréw Bayesowskich mozna zapisaé¢ w nastepujgcy sposob:

5 1
SE(f)) =
N Jro’oz + o"znj

Korekta btedéw standardowych zalezy przede wszystkim od dwdch czynnikéw: wielkosci szkoty
i zréznicowania wynikéw uzyskiwanych przez uczniéw w szkotach. Pokazujg to rysunki 9. i 10. Na
rysunku 9. widaé¢ wyraznie, iz najwieksze korekty (w obie strony) dotyczg szkét, w ktérych mamy
stosunkowo niewiele obserwacji (ponizej 100). Im szkoty liczniejsze, tym korekty stajg sie coraz
bardziej marginalne. Rysunek 10. pokazuje, jak korekty Bayesowskie zalezg od zréznicowania
wynikéw wewnatrz szkoty. Gdy zrdéznicowanie mierzone odchyleniem standardowym zbliza sie do
Sredniego zrdznicowania w populacji, korekty sg niewielkie. Gdy zrdznicowanie w szkotach jest
wyzsze niz Srednie zréznicowanie w populacji, korekta jest dodatnia (czyli btagd standardowy predykcji
Bayesowskich jest mniejszy niz klasyczny btad standardowy), gdy zréinicowanie w szkotach jest
nizsze niz $rednia w catej populacji, korekta jest ujemna (czyli btagd standardowy predykcji
Bayesowskich jest wiekszy niz klasyczny bfad standardowy). Podobnie jak procedura szacowania
predyktoréw Bayesowskich, szacowanie btedéw oparte na tej metodzie jest optymalne, czyli
w sposob optymalny minimalizuje popetnienie btedu podczas wnioskowania statystycznego.
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SZACOWANIE WSKAZNIKA EDUKACYJNEJ WARTOSCI DODANEJ ZA POMOCA MODELI

WIELOPOZIOMOWYCH

Naturalnym rozszerzeniem dla modelu zaprezentowanego wczesniej, w ktérym szacowany byt
predyktor wynikow koncowych, jest dodanie zmiennej niezaleznej x’ lub wektora zmiennych

niezaleznych, opisujacego zwigzek liniowy ze zmienng Y parametrem 'B” lub wektorem parametrow:
f . Na model taki mozna patrze¢ jako na rozszerzenie modelu pustego o zmienng wyjasniajgca lub
rozszerzenie klasycznej regresji jednej zmiennej o informacje dotyczace pogrupowania jednostek.
Model z efektem losowym dla statej regresji zapisujemy nastepujgco (zapis dla jednej zmiennej
niezaleznej):

Poziom jednostki (1): Vi = Boy* By +7;
gdzie:

Poziom szkoty (2): Po; = Voo +1hy;

ﬂlj =710
gdzie: 7,, to efekt staty - wspofczynnik nachylenia krzywej regresiji.
Jak widaé, w tym modelu wspétczynnik nachylenia ﬂlj uznajemy za stata dla wszystkich grup, tak jak
w klasycznej regres;ji, i zapisujemy jako: ﬂlj =7, jednak pozostajemy przy zatozeniu z poprzedniego
modelu zwigzanym ze statg regresji, ktorg traktujemy jako zmienng losowa. Do wyrazu wolnego
(statej regresji) dotgczony zostanie efekt losowy: ,BOJ. =Yoo T Uy, - Caty model mozna przedstawié

w jednym réwnaniu liniowym w nastepujgcy sposob:
Vi =Yoo T VoXy TUy; T

llustracja dla tego modelu jest rysunek 11. Jak widaé, zalezno$¢ miedzy Y i X jest stata dla catej
populacji; tym, co roéznicuje j-te grupy, jest efekt losowy ug;, ktéry wyraza to, iz w réznych grupach
przewidujemy rézne, warunkowe wartosci oczekiwane. Mdéwigc obrazowo, model ten pozwala na to,
by wyraz wolny zmieniat sie w zaleznosci od danej grupy, przesuwajgc w ten sposéb krzywa regresji
0 ug.Jak wida¢ na rysunku, krzywa regresji dla grupy j (zaznaczona linig przerywana) jest przesunieta
w dot, wzgledem krzywej dla catej populacji (linia ciggta).
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Rysunek 11. llustracja efektu losowego dla statej regresji (za Rabe-Hesketh, Sophia i Anders Skrondal: s. 96)

Zatézmy, ze zmienng wyjasniang jest wynik egzaminu gimnazjalnego, a zmienng wyjasniajgca
sprawdzian po szkole podstawowej. W przypadku modelu wielopoziomowego mozemy zapisa¢ to
nastepujgco:

Vi = (Voo +”o_;)+ YioXy T

Zastanéwmy sie teraz, co tutaj oznacza ug; Jest to efekt szkoty szacowany dla indywidualnego wyniku
yii, a precyzyjniej relatywny efekt szkoty w stosunku do wartosci przewidywanej dla catej populac;ji

. Ale to nie wszystko. Jest to efekt warunkowy, czyli przy zatozeniu, ze wszystkie inne
czynniki pozostajg bez zmian. W naszym wypadku tym innym czynnikiem wyrazonym explicite jest
wartos$¢ wyniku sprawdzianu po szkole podstawowej. Wartos¢ ug; jest zatem tym, co szkota , dodata”
(lub dodataby, gdyby chodzili do niej inni uczniowie) bez wzgledu na to, jakie wyniki otrzymali ze
sprawdzianu po szkole podstawowej. To w edukacji nazywamy wartoscig dodang. Dzieki modelom
wielopoziomowym mozliwe jest zatem estymowanie wartosci dodanej dla szkét. Oczywiscie modele
szacowania EWD trzyletniego sg bardziej skomplikowane, lecz skomplikowanie to wyraza sie przede
wszystkim w uzyciu wiekszej liczby zmiennych niezaleznych zwiekszajgcych dopasowanie modelu do
danych.> W tabeli 2 mozna znalez¢ liste zmiennych niezaleznych wykorzystanych w modelowaniu
trzyletniego wskaznika EWD.

3 Wiecej informacji o zmiennych niezaleznych w modelach edukacyjnej wartosci dodanej mozna znalezé w:
R. Dolata (red.), Edukacyjna wartos¢ dodana jako metoda oceny efektywnosci nauczania na podstawie wynikow
egzaminow zewnetrznych, CKE, Warszawa 2007.
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Tabela 2. Lista zmiennych niezaleznych zawarta w wektorze X (przyktad dla modelu 2009)

Oznaczenie | Opis Uwagi
X1 Wynik  sprawdzianu po szkole | Zmienna ciggta
podstawowe;j
X5 Pteé Zmienna 0-1
X3 Dysleksja na sprawdzianie po szkole | Zmienna 0-1
podstawowe;j
X4 Dysleksja na egzaminie gimnazjalnym | Zmienna 0-1
X3*X, Dysleksja_spr*dysleksja_gim Interakcja (zmienna 0-1)
Xs Czy rok 2008? Zmienna 0-1
Xs Czy rok 2009? Zmienna 0-1
Xs*Xq rok 2008*spr Interakcja
Xe*X1 rok 2009*spr Interakcja
Xs*X,° rok 2008*spr’ Interakcja
Xe*X,? rok 2009*spr’ Interakcja
Xs*X,® rok 2008*spr® Interakcja
Xs*X,3 rok 2009*spr3 Interakcja

Metoda obliczania edukacyjnej wartosci dodanej na podstawie modeli wielopoziomowych ma kilka
zasadniczych zalet, przede wszystkim zalet statystycznych. W skrécie mozna powiedzieé, iz podobnie
jak w przypadku Bayesowskich predyktorow wynikéw koncowych, otrzymujemy optymalne
oszacowania wskaznika efektywnos$ci pracy szkét oraz optymalne oszacowania bteddéw
standardowych. Warto podkresli¢, iz wszystkie wzory i zaleznosci pokazane dla modelu pustego
stosujg sie rowniez do wskaznika edukacyjnej wartosci dodanej. Nie bedziemy zatem powtarzac tych
przyktadow.

ESTYMACJA PARAMETROW W MODELACH WIELOPOZIOMOWYCH

Podczas estymacji parametrow i predyktorow Bayesowskich dla modeli wielopoziomowych
napotykamy zasadniczg trudnos¢. Dla modelu, za pomocg, ktérego szacujemy wyniki koncowe oraz

EWD musimy zna¢ 7,,, zdajacego sprawe ze zrdznicowania populacyjnego (patrz rozdziat:
,Szacowanie wynikdw koncowych za pomocg modeli wielopoziomowych”). Aby poprawnie
estymowac 7, nalezy odwotac sie tutaj do metody najwigkszej wiarygodnosci. Estymacja efektow

losowych za pomocg metody najwiekszej wiarygodnosci jest skomplikowanym procesem, ktéry
zostanie opisany w zarysie w dalszej czesci.

Szacowanie macierzy T odbywa sie na podstawie metody najwiekszej wiarygodnosci. Aby jg pokrétce
przedstawié, wprowadzmy kilka nowych oznaczen.
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Dane sa:

e X=[X,.,X, 1" - kolumnowy wektor zmiennych losowych

o x=[x,...xy ]T — kolumnowy wektor obserwowanych wartosci zmiennych losowych

e f(x;60) —funkcje prawdopodobieristwa lub funkcje gestosci o nieznanym parametrze &
e 0= [91,...,6’P]T — parametry wyznaczane sg przez kolumnowy wektor, gdzie € moze by¢

skalarem o p = 1; niech wartosci parametru € nalezg do przestrzeni préb ®
o N -—wielkos¢ préoby

Z definicji funkcja wiarygodnosci jest funkcjag @ proporcjonalng do: P(X | &), oznaczane jest jako
L(0;x) albo po prostu L(&). Jest funkcja parametru dla okre$lonych danych. Likelihood (funkcja
wiarygodnosci) nie jest zatem funkcjg prawdopodobieistwa i L( &) nie moze by¢ interpretowana w
kategoriach prawdopodobienstwa — co podkreslat sam Fisher (1926). Miedzy innymi dlatego, ze
wartos$¢ prawdziwego parametru jest stata (fixed). Fisher miat zaproponowac funkcje wiarygodnosci
jako racjonalng miare stopnia wiary (rational measure of degree of belief), bez wtasciwosci
probabilistycznych (Sorensen, Gianola: 121). L( &) mozna interpretowaé jako petny opis informacji o
6 uzyskanym przez aktualne dane. Z definicji zatem (Sorensen, Gianola 2002: 121):

L(O;x) =k(x)p(x;0) < p(x;0), 0O
gdzie funkcja k nie zalezy od parametru &, lecz od danych i k(x) > 0.

W tym momencie warto réowniez przypomnieé sobie podstawowe przeksztatcenia, ktore utatwiajg
obliczenia. Szczegdlnie uzyteczne okazujg sie logarytmiczne przeksztatcenia funkcji wiarygodnosci:

log L(6;x) =1(6;x)

Zakfadajac, ze elementy w X sg stochastycznie niezalezne, ich tgczny rozktad mozna zapisaé jako iloraz
wiarygodnosci:

1@)=T1/(#)

Uzywajgc zatem logarytmu, wystrzegamy sie niepotrzebnego mnozenia i zastepujemy je
dodawaniem:

LO:x - h{ﬁ f(xi;é?)} =3 In[f (x0)]
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Co ma niebagatelne znaczenie w przypadku skomplikowanych obliczerl, gdzie wymnazajac przez
siebie duzo liczb, moglibysmy napotkaé problemy nawet przy uzyciu nowoczesnych komputeréow.

A

Estymacja metodg najwiekszej wiarygodnosci polega na tym, aby znalezé taka warto$é¢ &
(estymatora), ktora maksymalizuje wiarygodnos$¢ zaobserwowanych danych. Innymi stowy, musimy
znalez¢ parametry rzgdzace rozktadem wynikdw doswiadczenia losowego, przy ktérych to, co sie
zdarzyto, bedzie miato najwyzszg wiarygodnosc.
Procedura estymacji najwiekszej wiarygodnosci polega na znalezieniu takiego &*, przy ktérym dla
wszystkich innych 6

Pix| 8*)>P(x| )

gdzie X jest wynikiem doswiadczenia losowego.

Innymi stowy, z proby sktadajgcej sie z obserwacji x dla losowego wektora X trzeba znalezé takie
rozwigzanie &, ktére maksymalizuje faczng wiarygodnos$é wylosowania obserwowanych danych. Co

oznacza maksymalizacje funkgji L( &). Formalnie mozemy zapisaé to w taki sposéb::
L(é | x) = max L(0|x)
€O

Przywotajmy prosty przyktad doswiadczen losowych, jakimi sg rzuty monets, gdzie rozktad
wiarygodnosci mozna wyznaczy¢ na podstawie rozktadu Bernoulliego. Przywotujgc definicje funkcji
wiarygodnosci, widzimy, ze interesuje nas tylko ta czes¢ funkcji, ktéra bezposrednio odnosi sie do

Szu kanego para metru:
n—k

p(-p)

Zaktadajgc zatem, ze k(x) = 1, funkcja najwiekszej wiarygodnosci po przeksztatceniu logarytmicznym
wyglada nastepujaco:

I(p|x)=log[p* (1~ p)" " 1= klog(p) +(n~k)log(l- p)

Znalez¢ maksimum funkcji wiarygodnosci to tyle, co odnalezé pierwszg pochodng tej funkcji (dla
szukanego parametru) réwng zero (ptaska funkcja okreslajgca maksimum):

OL(p) _k (n—k) _(k—np)
oo p (-p) pd-p)

dla M:O
dp
(k—np) =0—>13=5
p(l-p) n
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Sprawdzmy, ze wyznaczone ekstremum jest maksimum, tzn., ze:

2 A
LR
op

O’L(p) _kQp-1)—np’
2 - A2 A 2 <0
op p(p-1

Co w tym wypadku zostato spetnione.

Estymacji metoda najwiekszej wiarygodnosci mozna uzywaé, odwotujgc sie do innych rozktadow,
szukajgc réznych parametrow. Zatézmy dla przyktadu, iz losujemy liczby z rozktadu normalnego.
Zatozmy dalej, ze chcemy znalez¢ sSrednig, ktora maksymalizuje funkcje wiarygodnosci, czyli jest
najbardziej wiarygodng $rednig dla tej wylosowanej prébki. Dla uproszczenia ztézmy tez, ze znamy

wariancje rozktadu, z ktdorego losowaliSmy naszg S$rednig. Tak, ze: XocN(B,GZ). Wektor

poszukiwanych parametréw, w tym wypadku, jest skalarem 0 =[], czyli p(x; @) = p(x; 1 ).

Zatem w przypadku rozktadu normalnego:

(o}

() = iln ! exp —(; _2/1)2 =—N(In\ 270" |- ! > i(xi —u)’
\/2 2 20
i=1 o i=1

Z tego rownania mozemy opusci¢ state (znane wartosci) i analizowaé jedynie niewielkg czesc¢
uzalezniong od danych i estymowanego parametru:

_Z (yi - /J)z

Postuzmy sie prostym przyktadem. Mamy wzrost 10 respondentéw, ktéry zostat przedstawiony

w tabeli 3.
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Tabela 3. Wzrost 10 respondentow
Lp Wzrost (x)
158
180
183
170
163
178
182
164
173
179

O[N] HR[W[N[F

(==Y
o

Estymacja metoda najwiekszej wiarygodnosci polega na poszukiwaniu najwyzszej wartosci funkcji

N
wiarygodnosci, w tym przypadku danej jako: —Z (x; —,u)2 .
i=1

Aby odnalez¢ maksimum funkcji algebraicznie, musimy odwotac sie do pierwszej pochodnej i znalez¢
taki argument funkgcji, dla ktérego pierwsza pochodna bedzie réwna 0, co bedzie réwnoznaczne
z odnalezieniem stycznej o nachyleniu 0.
8 N N

_|:_Z(xi _/J)Z:| = 2in —2Nu

oul ‘S i=1
N
N Zyi
2) x,-2Nu=0->ji= }v

i=1

W tym wypadku estymator najwiekszej wiarygodnosci, co nie moze by¢ wielkim zaskoczeniem,
pokrywa sie z klasycznie liczong $redniga.

Graficznie mozemy sprawdzi¢, jaka wartos¢ sredniej bytaby najbardziej wiarygodna dla
rozpatrywanych danych. Na rysunku 12. przedstawiona zostata funkcja wiarygodnosci z kilkoma
przyktadowymi stycznymi, w tym ze styczng reprezentujgcg pochodng funkcji wiarygodnosci
o wartosci 0. Jak fatwo dostrzec, warto$¢ szacowanego parametru wynosi 173 (dla punktu, w ktérym
styczna jest réwnolegta do osi X).
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Rysunek 12. Funkcja wiarygodnosci po przeksztatceniu logarytmicznym dla 10 respondentéw — estymacja
Sredniej wzrostu

Z formalnego punktu widzenia pozostato nam zweryfikowanie, czy to jest rzeczywiste maksimum.
Nachylenie stycznej bedzie réwne 0 rdwniez dla minimum danej funkcji. Jakkolwiek w tym wypadku,
jesli positkujemy sie jeszcze wykresem funkcji, wydaje sie to niekonieczne, dla porzadku
przeprowadzmy taka weryfikacje. Mozna jg przeprowadzi¢, odwotujgc sie do drugiej pochodnej
(pochodnej drugiego rzedu, ktéra méwi nam o tym, czy funkcja jest wklesta czy wypukta — nasza
funkcja ma by¢ wklesta), jezeli druga pochodna jest mniejsza niz 0, wtedy faktycznie naszym

rozwigzaniem jest maksimum, co jest spetnione w naszym przypadku:

8 2
oo

{—Z(x,- —#)2}=—%<0

i=1

Do wyznaczenia pozostata jeszcze jedna niezwykle wazna dla nas wartosé, mianowicie wariancja
estymatora. Moze by¢ ona wyznaczona przez funkcje drugiej pochodnej, a piszgc precyzyjniej (za:
Eliason 1993) odwrdcong ujemng warto$¢ oczekiwang drugiej pochodnej. W naszym przypadku:

[ (]
Viw = E[ayayj o/N

Takie sformutowanie wariancji estymatora ma stosunkowo tatwg interpretacje geometryczna.
Pierwsza pochodna reprezentuje nachylenie stycznej, czyli wskazuje na to, jak ,stroma” jest
rozpatrywana funkcja w danych punktach. Druga pochodna jest niczym innym jak pochodng funkcji
reprezentujgcej pierwszg pochodng. Druga pochodna méwi nam zatem o tym, z jakg gwattownoscia
zmienia sie ,stromizna” badanej funkcji. Wariancja estymatora jest tym wieksza, im funkcja
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wiarygodnosci jest mniej ,stroma”, czyli okreslenie jej maksimum jest ,mniej pewne”. Gdy funkcja
wiarygodnosci jest ,stroma”, wtedy wariancja estymatora jest mniejsza, gdyz funkcja ,szybciej”
zbiega do swojego maksimum.

Na rysunku 13. przedstawiono dwie funkcje wiarygodnosci uzyte przy szacowaniu parametru m.
W przypadku pokazanym w lewej czesci rysunku uzyto mniejszej proby niz dla przyktadu z prawej
strony. Funkcja wiarygodnosci z lewej strony jest mniej ,,stroma” niz funkcja wiarygodnosci z prawe;j
strony. Druga pochodna funkcji wiarygodnosci z lewej strony rysunku bedzie zatem przyjmowata
nizsze wartosci niz druga pochodna funkcji wiarygodnosci z prawej strony rysunku. Jak pisalismy
wczesniej, warto$é funkcji wiarygodnosci dla danej wartosci parametru mozemy okresla¢ jako
wiarygodnos$¢ tego parametru wzgledem posiadanych danych. Jak wida¢, zréznicowanie wartosci
wiarygodnosci dla danych parametrow w lewej czesci rysunku jest wieksze niz w przyktadzie z prawej
strony rysunku, co zwigzane jest z tym, iz szacowanie estymatora parametru m jest w tym przypadku
mniej pewne, niz w przypadku funkcji przedstawionej z prawej strony rysunku. Zatem wariancja
estymatora jest wieksza niz dla drugiej przedstawianej na rysunku 13. funkcji wiarygodnosci.

5 10 15 20 " g 10 15 50 M

Rysunek 13. Dwie funkcje wiarygodnosci dla parametru m

Zalezno$¢ miedzy odwrdcong ujemng wartoscig oczekiwang drugiej pochodnej a wariancjg
estymatora mozna rowniez udowodni¢ analitycznie, lecz dowdd potwierdzajacy przywotywany
zwigzek wykracza poza ramy tej pracy (por. Eliason 1993).

Estymacja parametréw statych i losowych w modelach wielopoziomowych jest analogiczna do prostej
estymacji jednego parametru, tak jak zostato to przedstawione w poprzednim punkcie. W modelach
wielopoziomowych nie estymujemy jednego parametru, lecz zadanie polega na oszacowaniu kilku
parametréw, ktére mozna zapisaé w formie wektora parametréow: 0. Szukamy wtedy takiego
wektora parametrow, ktory bytby najbardziej wiarygodnym wektorem parametréw dla
analizowanych danych (czyli poszukujemy najbardziej wiarygodnej konfiguracji parametréw dla
danych). Zadanie obliczeniowe jest analogiczne do poprzednich przyktadéw, tutaj réwniez szukamy
pochodnej funkcji wiarygodnosci (najczesciej zlogarytmizowanej) z tym, ze dla danego wektora
parametréw (a nie jednego parametru):

Olog L(0| X) 0
00
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W przypadku funkcji wielu zmiennych do wyznaczenia ekstremum stosuje sie iteracyjne metody
numeryczne. To w zasadzie jedyna droga, gdy nie znamy doktadnie przebiegu badanej funkcji.

Wariancje estymatoréw szacuje sie natomiast na podstawie macierzy Hessego (hesjanu), czyli
macierzy drugich pochodnych. Hesjan wyraza sie jako (Eliason, 1993):

3%1(9) J

H©)= [ae.ae.

A wariancje estymatoréw wyraza sie jako:

V(0)=[-H(®)]"

Uwaza sie, ze MNW jest przynajmniej teoretycznie najlepszym sposobem estymacji dla modeli
wielopoziomowych. Estymacja MNW jest odporna (robust) oraz daje estymatory asymptotycznie
efektywne i zgodne.

PRZEDSTAWIANIE WYNIKOW W DWUWYMIAROWEJ PRZESTRZENI PRZY

UWZGLEDNIENIU NIEPEWNOSCI SZACOWANIA

Ostatnim elementem niezbednym do prezentacji wskaznika trzyletniego jest potaczenie informacji
o wynikach koncowych i wskazniku wartosci dodanej. Jako ze efektem zestawienia tych dwdch
wskaznikdw ma by¢ forma graficzna przedstawiona w dwuwymiarowym uktadzie wspotrzednych,
wilasciwszym rozwigzaniem jest tutaj postuzenie sie technikami statystyki wielu zmiennych.
Przypomnimy wtasciwosci jedno- i wielowymiarowych rozktadéw normalnych, a nastepnie
pokazemy, dlaczego powierzchnie ufnosci, przy prezentacji wskaznika trzyletniego, przybierajg
charakterystyczny ksztatt elips.
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JEDNOWYMIAROWY ROZKLAD NORMALNY

Jednowymiarowy rozktad normalny mozna zdefiniowa¢, jako funkcje gestosci o wzorze:

1 —fr— O e
F0) = =g O, o<y <o

gdzie y jest zmienng losowa o $redniej w oraz o wariancji &2, co w skrécie przyjeto zapisywac jako:

N( J,J.Jc,--z). Funkcja ta graficznie da sie przedstawic¢ jako krzywa normalna, ktérg czesto nazywa sie
krzywa dzwonowg, z uwagi na jej charakterystyczny ksztatt. Krzywa rozktadu normalnego zostata
przedstawiona na rysunku 14.

Krzywa rozktadu normalnego

T

T T T T T T T T
-4 sd -3 sd -2 sd -1 sd Srednia 1sd 2sd 3 sd 4sd

Rysunek 14. Krzywa rozkfadu normalnego

W rozktadzie normalnym najwiecej obserwacji ma wartosci bliskie Sredniej, a liczba obserwaciji
maleje w miare oddalania sie od niej. Przy tym rozktad jest symetryczny, a wiec jest tyle samo
obserwacji powyzej, jak i ponizej sredniej. Na rysunku 14. na osi poziomej zaznaczone zostaty
wartosci odchylen standardowych (sd). Zaktadajgc, ze badamy zmienng o rozktadzie normalnym,
w dowolnej populacji w przedziale (-1sd; 1sd) znajduje sie okoto 68% jednostek obserwacji, okoto
95,5% w przedziale (-2sd; 2sd). Jezeli chcielibySmy dowiedzie¢ sie, w jakim przedziale znajduje sie
90% populacji, musimy przemnozy¢ odchylenie standardowe przez 1,64. Zatézmy, ze rozktad badanej
zmiennej ma Srednig 100 i odchylenie standardowe 15, wtedy : 15 x 1,64 = 24,6. Oznacza to, ze
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w przedziale 100 +/— 24,6 bedzie sie zawierato 90% wynikdéw (czyli miedzy 75,4 a 124,6). Jezeli
chcemy uzyskaé informacje o 95% wynikéw, odchylenie standardowe nalezy przemnozy¢ przez 1,96.

Za pomoca krzywej rozktadu normalnego mozemy opisaé jedng zmienng. Wskaznik trzyletni jest
natomiast ztozeniem informacji o dwdch wskaznikach (zmiennych) i aby poprawnie go opisa¢ nalezy
postuzy¢ sie uogdlniong formg rozktadu normalnego, ktéra pozwala analizowa¢ wiele zmiennych za
pomoca jednej funkcji gestosci.

Warto zwrdéci¢ uwage na to, iz funkcje gestosci mogg przybieraé rézine ksztatty w zaleznosci od
zrdznicowania w badanych populacjach. Jezeli zréznicowanie zmiennej w populacji jest mate (tak jak
przedstawiono na lewym panelu rysunku 15.), krzywa ma ksztatt spiczasty. Jezeli zréznicowanie danej
zmiennej w innej populacji jest duze (tak jak w przypadku prawej strony panelu rysunku 15.), krzywa
rozktadu normalnego jest sptaszczona.

Krzywa rozktadu normalnego

Krzywa rozktadu normalnego od=2

sd=0,3

Rysunek 15. Przyktady rozktadéw normalnych o réznym odchyleniu standardowym i tej samej Sredniej, na
jednej skali wartosci zmiennych

Parametrem za to odpowiadajgcym jest odchylenie standardowe o (ktére oczywiscie po podniesieniu

do kwadratu interpretowane jest jako wariancja). Wida¢ wyraznie, iz gdy odchylenie standardowe
jest tak mate, jak w lewym panelu (sd = 0,3), krzywa ma ksztatt spiczasty. Dla duzego odchylenia
w prawym panelu (sd = 2) krzywa rozktadu normalnego jest ,,rozciggnieta wszerz”.

WIELOWYMIAROWY ROZKLAD NORMALNY

Zanim przejdziemy do formalnego opisu rozktadu normalnego, musimy wprowadzi¢ trzy pojecia: (1)
wektor zmiennych, (2) wektor srednich oraz (3) macierz kowariancji.

Wektor zmiennych

Mozna zdefiniowac wektor zmiennych y dla dowolnej liczby zmiennych p przy dowolnej liczebnosci
proéby n, sktadajacy sie z wektoréw obserwacji y; ... y, tak, ze:
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Y1
¥n

gdzie kazdej jednostce obserwacji przypisany zostat wektor y; zawierajgcy informacje o wartosciach p
zmiennych dla danej obserwac;ji tak, ze:

}’_51
Yi=| -
}?i'p

gdzie y;, jest wartoscig zmiennej p dla obserwacji i.

Wektor srednich

Wektor sredniej w ich w prébie ¥ mozna zdefiniowac jako:

Mowigc nie o prébie, lecz o populacji mozemy postuzyé sie analogicznym zapisem:

W E'Dl} e
£ =£| L
W 2

Macierz kowariancji mozna natomiast wyrazi¢ jako:

Y=E[ly—w)ly—u)]

lub, co jest rbwnowazne:

L5 R %
¥ =coviy) = ;
Op1 " Opg

Dopiero w przypadku wektora zawierajacego wiele zmiennych mozemy moéwic¢ o wielowymiarowym
rozktadzie normalnym. Wektor y ma wielowymiarowy rozktad normalny o wektorze srednich u
i macierzy kowariancji J :

Centralna Komisja Egzaminacyjna
Zespot ds. realizacji projektow Edukacyina Wartoéé Dodana tel. (022) 531-75-31

wspétfinansowanych z Europejskiego H tel./fax (022) 531-75-46

Funduszu Spotecznego www.cke-efs.pl 27

ul. Lewartowskiego 6, 00-190 Warszawa



Centralna *
UNIA EUROPEJSKA **x
KAPITAL LUDZKI Komisja EUROPEISKI RS
NARODOWA STRATEGIA SPOINOSCI Egzaminacyjna FUNDUSZ SPOLECZNY [

Projekt wspotfinansowany ze srodkéw Unii Europejskiej w ramach Europejskiego Funduszu Spotecznego.

1

———ed ~ (y—w)' T~ y—p) 2
(WV2m) IS

gy =

gdzie p wskazuje na ilos¢ zmiennych. W skréconym zapisie wektor zmiennych o wielowymiarowym
rozktadzie normalnym mozna zapisa¢ jako N(u, ).

Rysunek 16. przedstawia przyktadowy wielowymiarowy rozktad normalny dla p = 2. Precyzyjnie jest
to dwuwymiarowy rozktad normalny. Jezeli wczesniej méwilismy, ze rozktad normalny ma ksztatt
przekroju dzwonu, to o rozkfadzie normalnym dwdch zmiennych mozna powiedzieé, iz swoim
tréjwymiarowym ksztattem przypomina on bryte dzwonu. Przy czym ksztatt rozktadu definiowany jest

przez wartos¢ wyznacznika |¥;|: im jest ona wigksza, tym wierzchotek rozktadu jest bardziej ptaski; im

mniejsza, tym wierzchotek bardziej spiczasty.

Dwuwymiarowy rozktad normalny

(A

Rysunek 16. Przyktad dwuwymiarowego rozktadu normalnego

Jednowymiarowy rozktad normalny jest szczegdlnym przypadkiem rozktadu wielowymiarowego,
dlatego miedzy dwoma wzorami istniejg daleko idgce analogie. Tabela 4. wskazuje na analogie
najwazniejsze w prezentacji wskaznika trzyletniego.
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Tabela 4. Poréwnanie jednowymiarowego i wielowymiarowego rozktadu normalnego

Rozklad normalny Wielowymiarowy rozkilad
normalny

Wzér 1 1

P & ) o o o~ T y—py2

V2m/o? (v 2m)P| 3|2
Odlegtos¢ od -w?/o?=(y-w (02)1(y-w) - YL -
éredniej U - f'[.-:l E J-U - .f-’[.-:l
Parametr
zréznicowania (52 Dk

g

Mozna zauwazy¢, iz wyrazenie (y-u)’/c’=(y-u) (6°)*(y-u) jest miarg dystansu miedzy y i 4 wyrazona

w jednostkach odchylenia standardowego (o). Podobnie wyrazenie (y — g)'$"1(y — u) jest niczym

innym, jak odlegtoscia Mahalanobisa, czyli odlegtoscia punktu w przestrzeni wielowymiarowej od
wektora $rednich u .

Natomiast wyrazenie |Z|1f“2 bedace pierwiastkiem wyznacznika macierzy jest tutaj analogiczne do

Vo ? we wzorze dotyczacym rozktadu normalnego. Jest podobne pod wzgledem statystycznym. Oba

wyrazenia mowig nam o zrdznicowaniu zmiennych (lub zmiennej w populacji): wieksza wartosc

wyznacznika ¥, oznacza wieksze zréznicowanie.

llustracjg zaleznosci ksztattu od wyznacznika macierzy moze byc¢ rysunek 17., gdzie dwa rozktady
zostaty przedstawione w dwdch rzutach. Z lewej strony rysunku wielowymiarowy rozktad normalny
przedstawiony zostat w perspektywie, a z prawej strony przedstawiony zostat rzut z géry. W dolnej

czgsci rysunku mamy do czynienia ze stosunkowo niewielkim || — rozktad jest ptaski, w gérnej zas ze

stosunkowo duzym |%| — ksztatt rozktadu jest wypietrzony. Wierzchotkiem dwuwymiarowego

rozktadu normalnego jest punkt wyznaczany przez wektor srednich:
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W prostej geometrycznej interpretacji E(y) to punkt, w ktérym przecinajg sie wartosci srednich: y; iy,

Dwuwymiarowy rozktad normalny Dwuwymiarowy rozktad normalny
H1=02=0,611=2,622=3,61,=2,p=05 @¥ w=0=0,611=2,62,=3061,=2p=05
ll
/l, " <
: i |
<
: AN B
7/
./ll"""..“‘ T
77 ]]
y2
Dwuwymiarowy rozktad normalny Dwuwymiarowy rozkiad normainy
w1 =0,u,=0,641=12,60,=13,61,=12,p=05 ’_&/ w=0,u=0,641=12,6,=13,612=12,p=0.5

LA

(Kp

Rysunek 17. Rozktady normalne o réznym |T'|
Natomiast doktadny ksztatt i nachylenie dwuwymiarowego rozktadu zalezg od wartosci zawartych

w macierzy ¥'. Gdy korelacja miedzy zmiennymi wynosi 0, a wariancje s3 réwne sobie, przekroj

dwuwymiarowego rozktadu normalnego jest idealnym kotem. Szerokos¢ rozktadu w wymiarze y;

zalezy od wielkosci @,,, w wymiarze y, od .5 Dlatego jezeli @,; bedzie wieksze od @y, , rozktad
bedzie rozciggniety bardziej wzgledem wymiaru y, W odwrotnej sytuacji rozktad bedzie rozciggniety
bardziej wzgledem wymiaru y;.
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Gdy zmienne s3 ze sobg skorelowane, dochodzi réwniez do ,przekrecenia” rozktadu czy zmiany
nachylenia elips, jakie mogg by¢ tworzone na podstawie przekrojow poziomych rozktadu (elipsy
mozna zauwazy¢ przygladajac sie prawej czesci rysunku 17.). Zalezy to od rdznicy miedzy wariancjami

dwdch zmiennych. Jezeli o5 jest wieksze od oy, rozktad przekrecony bedzie w kierunku osi y,; jezeli

natomiast o5 bedzie mniejsze od @44, rozktad przekrecony bedzie w kierunku osi y; .

POWIERZCHNIA UFNOSCI

Tak jak jednowymiarowy rozktad normalny jest szczegélnym przypadkiem wielowymiarowego
rozktadu normalnego, tak przedziat ufnosci jest szczegélnym przypadkiem powierzchni ufnosci. Tak
jak w przypadku rozktadéw normalnych, zacznijmy jednak od tego, co lepiej znane.

Aby obliczy¢ granice przedziatu ufnosci dla jednej zmiennej, postugujemy sie ponizszym wzorem:

T T
p=toVr (1 —y;1)/m

Gdzie x2(1—19:1) oznacza warto$¢ testu Chi-kwadrat o jednym stopniu swobody dla obszaru
krytycznego y. | tak dla najpopularniejszego przyktadu: jezeli decydujemy sie na 95% przedziat
ufnosci, czyli wartosé krytyczng ¥ = 0,05

7

W przypadku, gdy analizujemy dwie zmienne, operacje te mozemy wykona¢ dwa razy niezaleznie, tak

L1+1,96

jak zostato to przedstawione na rysunku, gdzie mamy do czynienia ze zmienng charakteryzujgcg EWD
(E) oraz zmienng charakteryzujgcg wyniki koncowe (W). Poprzez ztozenie tych dwdch przedziatéw
ufnosci otrzymujemy prostokat (na rysunku 18. zaznaczony przerywana linig). Patrzac, czy punkt E(y)
rézni sie statystycznie od jakiegokolwiek innego punktu na tej zadanej ptfaszczyinie, bedziemy
sprawdzaé, czy punkt odniesienia bedzie miescit sie w utworzonym prostokacie, czy nie. Jezeli tak, nie
bedziemy mogli powiedzieé, iz jest on statystycznie rézny od punktu E(y) przy danym przedziale
ufnosci. Jest to jednak podejscie btedne. Nie zaktada ono, iz dwie zmienne s3 ze sobg skorelowanie
oraz tego, iz test statystyczny powinien dotyczy¢ dwdch parametréw jednoczesnie. W takim wypadku
musimy inaczej zdefiniowa¢ powierzchnie ufnosci.

Centralna Komisja Egzaminacyjna
Zespot ds. realizacji projektow Edukacyina Wartoéé Dodana tel. (022) 531-75-31

wspétfinansowanych z Europejskiego tel./fax (022) 531-75-46

Funduszu Spotecznego www.cke-efs.pl 31

ul. Lewartowskiego 6, 00-190 Warszawa



Centralna *
UNIA EUROPEJSKA **x
KAPITAL LUDZKI Komisja EUROPEISKI RS
NARODOWA STRATEGIA SPOINOSCI Egzaminacyjna FUNDUSZ SPOLECZNY (SN

Projekt wspotfinansowany ze srodkéw Unii Europejskiej w ramach Europejskiego Funduszu Spotecznego.

lezeli y = N(u, ), zatem wektor $rednich z préby mozna zapisaé jako m = N(u, 5/n). Natomiast

Y L = e B 3
funkcja gestosci jest proporcjonalna do & y-r'E70 ijz. Pozostawiajgc wszystkie state

zréwnania wielowymiarowego rozktadu normalnego, mozemy zapisac, ze funkcja gestosci m jest
proporcjonalna do

Qim) =(y—p)'E/nly—p)

a funkcja ta ma rozktad Chi-kwadrat tak, ze:

Qlm) = x*(1-v.p)

W przypadku naszej dwuwymiarowej powierzchni ufnosci (p = 2) mozemy zapisaé, ze:

-1 .
711 *‘-712] ™y

nlmy — py m:—ﬂ-:][ _mz_.u:}:;‘t':(l—%ﬁ}

a1 2z

Jezeli przyjmiemy obszar krytyczny 0,05, to  xZ(1— 0.05;2) =5,991. Tak wyspecyfikowane
réwnanie wyznacza zbiér punktéw, ktdre zamykajg powierzchnie ufnosci rozktadu dwaoch zmiennych

(por. Chew 1966). Ow zbidr punktéw przybiera ksztatt elipsy, co zostato zaprezentowane na rysunku
18.
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Rysunek 18. Elipsa jako powierzchnia ufnosci
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PODSUMOWANIE

Efektem koncowym procedur statystycznych omawianych w powyzszych punktach jest graficzna
prezentacja wskaznika trzyletniego, tak jak zostato to przedstawione na rysunku 19. Wszystkie wyniki
podawane sg w punktach znormalizowanych za pomocg procedury przedstawionej w punkcie 1. O$
pozioma reprezentuje wyniki koicowe szacowane tak, jak opisano to w punkcie 2. O$ pozioma
reprezentuje wskazniki edukacyjnej wartosci dodanej szacowane tak, jak zostato to przedstawione
w punkcie 3. Pozycje szkoty reprezentuje eliptyczne pole ufnosci, opisane w punkcie 4. Szare pola
informujg o zawierajagcym sie w nich procencie szkét. Pola te zostaty wyznaczone za pomocg
odlegtosci Mahalanobisa i mozna je traktowad analogiczne do powierzchni ufnosci w punkcie 4 z tym,
ze powierzchni ufnosci odnoszacej sie do populacji szkét, a nie ucznidw jednej szkoty, oraz — co warto
podkresli¢ — elipsy te szacowane sg iteracyjnie. Szukana jest taka odlegto$¢ Mahalanobisa, ktéra
wykresli elipse, ktéra zawiera kolejno 50% populacji szkét oraz 90% populacji szkot.

e
15 +
szkota EwD szkota
wspierajaca sukcesu
10 +
5t
75 a0 85 a0 L=
I 4 4 3 3 I } 1 3 P, .
. 110 115 120 125
wynik egzaminu
+ -5
+ -10
szkota szkota
wymagajaca niewykorzystanych
pomocy mozliwosci
— -15
909 szkot 509 szkot - pozycja sTkohy

Rysunek 19. Graficzne przedstawienie trzyletniego wskaznika egzaminacyjnego: przyktad
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